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Présentation du sujet 

1) Comptez le nombre F de pays (on compte l’océan comme un pays), le nombre de frontières et de côtes A et le 

nombre de points S où plusieurs frontières et côtes se rencontrent. 

Que pouvez-vous dire sur S-A+F ? 

2) Pouvez-vous colorier avec 6 couleurs une carte sans que deux pays de même couleur se touchent(1)? Et avec 5 ? 
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I. Une conjecture 
 

Pour commencer le sujet, nous avons réalisé des exemples de cartes pour trouver la valeur de la relation S-A+F. 

 
 

 

Dans cet exemple, nous avons donc : 

-le nombre de points S = 9 

-le nombre s’arêtes A = 13 

-le nombre de pays F = 6 donc nous avons S – A + F = 9 – 13 + 6 = 2 

 

Dans cet exemple, nous avons donc 
 
S-A+F=6-8+4=2 

 
Nous avons ensuite fait plusieurs autres exemples comme ceux-ci et nous avons réuni dans un tableau les valeurs de S-

A+F obtenues : 

S A F S-A+F 

9 12 5 2 

9 14 7 2 

7 11 6 2 

8 7 4 2 

10 16 8 2 

11 15 6 2 

Il semble donc que S-A+F=2, ce qui équivaut aussi à A-S=F-2 

Nous avons illustré cette conjecture sur un graphique : 
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Est représenté en ordonnée : A-S, et en abscisse : F-2 ; la droite obtenue semble être la droite d’équation y=x. 

 

II. Démonstration de S-A+F=2 
 

Dans la suite, on ne considère que les cartes où toutes les frontières sont reliées entre elles (lorsqu’il n’y a « qu’un seul 

continent ») 

 

Nous partons du fait que cette relation est vraie pour des polygones : 

En effet, un polygone ayant n côtés délimite deux pays et aura n sommets donc : S –A + F = n - n+2 = 2. 

 

Pour ce qui est de « cartes plus complexes », l’idée qui nous a été suggérée est d’essayer de les simplifier pour se 

ramener à un polygone. 

Il semblerait qu’en enlevant des points(2) ou des frontières, la relation ne change pas. 

 

Nous avons ainsi simplifié des cartes en enlevant des sommets. 

 

Exemple 
Soit S’ son nombre de sommets, A’ d’arêtes(3) et F’ de 
pays de cette carte 
 
En enlevant le point C, c’est-à-dire un sommet, on 
supprime 6 arêtes et 5 pays : il ne restera qu’un polygone, 
on aura donc pour cette nouvelle carte : 
S - A + F = 2 <=> S’-1-(A’-6)+F’-5 = 2 
<=> S’ – A’ + F’ + 6 – 6 = 2 
<=> S’ – A’ + F’ = 2. 

 
 

Cas général : 

On remarque qu’en enlevant une arête reliée à deux sommets, cela engendre la fusion de deux pays : on recommence 

cela jusqu’à ce qu’il reste un pays et l’océan, c’est-à-dire un polygone.  

Remarque : lorsqu’on fusionne deux pays, on les choisit de telle sorte que le nouveau pays n’ait pas d’enclave. 
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Soit une carte ayant S’ sommets, A’ arêtes et F’ pays, en supprimant une arête reliée à deux sommets non isolés, le 

nombre d’arêtes diminue de 1 ainsi que le nombre de pays.  

 

Donc on a à chaque étape : S’-(A’-1)+(F’-1)=S’-A’+F’ 

Dans le cas où il reste une arête qui ne touche pas l’océan lorsque nous enlevons cette arête alors S diminue de 1 et A 

de 1. 

Donc on a (S’-1)—(A’-1)+F’= S’-A’+F’ 

 

Comme on finit toujours avec deux pays séparés par un polygone, on peut dire que F=2. Comme dans un polygone le 

nombre d’arêtes est égal au nombre de sommets, A=S. 

 

Donc on peut dire que la relation S-A+F=S-S+2=2 car S-A=0. 

 

Exemple de simplification de cartes : S-A+F=7-12+7=2 

 

En enlevant la frontière BG, le sommet B (donc les deux frontières BA et BC fusionnent en une seule AC) et un pays :  

(S-1)-(A-2)+F-1=S-A+F 

 
Puis la frontière GC et un pays     puis la frontière GA et un pays 

……… 
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Nous voyons que en enlevant au fur et à mesure des frontières cela nous ramène à un quadrilatère pour lequel la 

relation S-A+F=2 est vérifiée. 

 

III. Les couleurs 
 

Nous avons fait différentes « cartes » et essayé de les colorier avec un minimum de couleurs sans que deux pays de 

même couleur se touchent. 

 

1. Cas particuliers : 

 
 
 
 
Cas de 2 couleurs : s’il y a un pays et l’océan ou 
des pays qui « s‘emboîtent » les uns dans les 
autres alors il pourra être colorié en 2 couleurs. 
 
Justification : on colorie l’océan d’une couleur, 
puis on colorie le premier pays d’une autre 
couleur et enfin les autres pays en alternant les 
2 couleurs.  

 
Cas de 3 couleurs : 
 
Si tous les pays se rejoignent en un même point 
et sont en nombre impair en comptant l’océan 
alors il pourra être colorié en 3 couleurs 
minimum. 
 
Justification : on colorie l’océan d’une couleur, 
on choisit 2 autres couleurs avec lesquelles on 
colorie en alternant chaque pays avec les 2 
couleurs choisies.  

 
 
 
Cas de 4 couleurs : 
 
S’il y a un nombre de pays pair (au moins 6) et 
s’il y a 3 pays qui touchent l’océan dont l’un 
ayant au moins 3 frontières communes avec 
différents pays alors il faudra 4 couleurs. 
 
Justification : on colorie l’océan d’une couleur, 
on choisit 3 autres couleurs et on alterne les 
couleurs sans que deux pays d’une même 
couleur se touchent. 
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2. Algorithme de coloriage 

 
 
Notre professeur nous a ensuite donné un exemple 
concret et une autre manière d’aborder le problème : 
 
Objectif : essayer de colorier cette carte avec le moins de 
couleurs possible (colorer chaque région de telle sorte 
que deux régions voisines ne soient pas de la même 
couleur ni de la couleur bleu de « l’océan »). 
 
 
On a essayé de mettre en place un algorithme : 

 
 

On a complété ce tableau : 

 

 
On a classé les régions dans l’ordre décroissant des nombres trouvés dans la ligne 2. 

 

 
 

Puis on a parcouru cette liste en attribuant une couleur non encore utilisée à la première région non encore coloriée. On 

a attribué cette même couleur à toutes les régions non colorées sans frontière commune avec cette région, en 

parcourant la liste précédente. 

 

On utilise 4 couleurs avec cet algorithme. 

 

Cependant on ne sait pas si on ne pourrait pas colorier cette carte avec moins de 4 couleurs.  
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Coloriage avec 4 couleurs :  

 

 
 

3. Nombre minimum de couleurs pour colorier une carte : 

 

Pour colorier une carte, nous avons trouvé une autre façon qui est de remplacer la carte par un graphe. 

 

Un graphe est un ensemble de sommets et d’arêtes qui relient certains sommets entre eux, ici les pays sont représentés 

par les sommets et les arêtes représentent les frontières entre deux pays si elles existent. 
 

 
Exemple de graphe : G 
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 Graphe complet 

 
Un graphe complet est un graphe dont chacun des sommets est relié à tous les autres. 

 

Graphe complet : un graphe complet ayant n pays (sommets) ne pourra être colorié qu’avec n couleurs. 

 

Dans un graphe représentant une carte, on peut donc chercher les sous graphes complets ce qui nous permettra de 

trouver le nombre de couleurs minimum nécessaires. 

 

Par exemple dans le graphe G : BCD est un sous graphe complet d’ordre 3 par conséquent on sait qu’on ne pourra pas 

colorier ce graphe avec moins de 3 couleurs.  

 

Conclusion : il doit exister un lien entre la relation S-A+F=2 et le nombre de couleurs d’une carte mais nous n’avons pas 

pu l’établir(4). 

 

IV. Le cas du tore : 
 

 
Dans cet exemple S-A+F=21-6+15=0 

 

Nous avons trouvé comme information que pour un tore il faut maximum 7 couleurs pour le colorier sans que deux pays 

d’une même couleur se touchent. 

 

Le cas du tore est donc différent du cas que nous avons étudié sur une carte en 2D. 

 

Notes d’édition 
(1) « se touchent » veut dire ici « ont une frontière commune » 
(2) Les « points » ici sont « les points où plusieurs frontières et côtes se rencontrent ». Les auteurs appellent ces 
points des « sommets » dans la suite.  
(3) Les « arêtes » sont les frontières 
(4) Le nombre S-A+F est  appelé la « caractéristique d’Euler-Poincaré » ; le nombre minimum de couleurs pour 
colorier un graphe représentant une carte est appelé le « nombre chromatique ». Il aurait été bien de souligner 
que le problème de la caractéristique d'Euler et celui du nombre chromatique ont en commun que ce sont des 
problèmes qui dépendent uniquement de la forme (aux déformations près) du support ; que le plan, la sphère, 
le tore… ont une caractéristique d'Euler et un nombre quadratique et que si l'on déforme ces objets, sans les 
couper ou recoller, ces deux nombres ne changent pas. 
 
 

 

 
 


